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EGYSZERU KISERLET RUGALMAS INGAVAL

Laborgyakorlat és versenyfeladat a nagyvaradi ADY Endre Liceumban

szerz6: dr. Bartos-Elekes Istvan, Nagyvérad, beistvan@yahoo.com

Motto: ,, Egy kisérletet csak akkor tarthatunk befe-
jezettnek, ha teljesen kiaknaztuk a mérési
adatokban rejlo lehetoségeket ™.

A Kisérleti feladat bemutatasa

A rugalmas inga tanulmanyozasa az egyik legkénnyebben megoldhaté iskolai Kisérleti feladatnak
tlinik. Ebben a leirasban a rendkiviilien egyszerli ingaképlet érvényességét fogjuk keresni, de a preciz
mérdrendszer ellenére, vagy éppen miatta, ez elsé nekifutasra nem sikeril. A koriilmények elemzése,
a mérési adatok mélyre nyulé faggatisa ad majd valaszt az elsé sikertelennek t{in probalkozasaink-
ra. Az eddig elhanyagolt, vagy éppen nem ismert jelenségek figyelembevételével sikeril igazolnunk
az Uj szdmitasaink alapjan levezetett ingaképletet. A kisérleti feladat bemutatésra keriilé teljes meg-
oldasa egy igazi adatfeldolgozasi csemege.

A Kisérleti berendezés

A XX. Schwartz Emlékversenyen (Nagyvarad, 2010) ez a laborgyakorlat ebben a formaban adatfel-
dolgozasi versenyfeladat volt (1. dbra). A Kkiser-
let elvégzéséhez a kovetkezd eszkozok allnak
rendelkezésre: allvany, két hasonlo rugd, tized-
grammnyi pontossaggal megmeért nehezékek,
egy szamitogép-vezérelt elektromégnes és fény-
sorompoval ellatott precizios id6kozmérs. A
kisérlet biztos inditasara egy ismert tomegii al- : — \—==X
lando nehezék szolgal, amelyet az elektromag- R ] R D S
nes képes visszatartani €s egyduttal biztositja a p_—

fliggbleges mozgast ¢és az alland6 amplitadot. A )
kisérlet inditasakor, az elektromagnes elengedi
az alland6 nehezéket (felette vannak a tobbiek,
azokat valtogatjuk), amely kitakarja a fényso- 1. éb_ra. Szérr_]f,tégép-vezérelt méro"bfréndezésarugal-

. . . mas inga periodusanak meghatarozasara.

rompot, az igy keletkezett jelet az assemblyben

irt software még nem dolgozza fel, mert az csak a taka-

ras kezdetére érzékeny, a végére nem. A periddust egy A ugekkel kapcsolatos forfosabb adstok 1. teblazat
100 kHz-es kvarcetalon impulzusainak megszamlalasa- Megnevezes XRugo | ¥ Rugo
val mérjiik, egy periodusnak megfeleld két nullponton [yenetszam 114 144
vald ereszkedd athaladas takardsai k6zott. A rugd non- | Nyugalmihossz 275mm | 193 mm
linearitasa hatasanak gyengitése érdekében az amplitd- | Egy menet atlagos atmérdje 14.2mm | 14,3 mm
dot 10 mm-re korlatoztam, a nullatmeneti pontatlansa- |A kotéelem + llandd nehezék tomege 4579
gok csokkentése miatt a mérési idStartam tiz periodus. A9 1omege 1949 [ 26

A méres végeztével a szamitdgép kijelzi a mért periddust, ezutén a rendszer készen all az (j mérésre.
A hattérben Excel-kompatibilis mérési jegyzOkonyv is készil. A rugokkal kapcsolatos fontosabb
adatokat az 1. tblazatban lathatjuk.



A Kisérlet menete, a j6 mérés elofeltételei

Az egész osztallyal végzett kiserlet eseteben egyedi stopperdrakkal hatdrozzuk meg a rezgés perio-
dusat. Régebben a Fizikum szdmitdgép-vezérelt iskolai csengdjének nagybetiis idokijelzését 250 ms-
os ritmusura allitottam, ez egy kis gyakorlattal még szamlalhat6. A Lissajous-szerii mozgast elker(-
lendd, a nehezéket csak a rogzitési fiiggdleges mentén engedjiik mozogni. Néhany kilengés utan, ha
tartja a figgolegességet, nullatol kiindulva megszamlaljuk a felsd helyzetekbdl az egyenstlyi helyze-
ten val6 dtmeneteket (0..n), ez n periddust jelent. Az egyensulyi helyzeten valé athaladaskor a sebes-
ség a legnagyobb, igy a legpontosabban kaphatjuk meg annak idépontjat. A kisérletez6 tarsa a stop-
perorat kezeli, vagy a 250 ms-okat figyeli. A stopperdras mddszernél a stoppert egyutt mozgatja a
rezgdmozgast végzé nehezékkel (szinkronizélja), igy stopper inditasa-megallitdsa néhany szdzadma-
sodperces pontossagu lesz, és az n periddus idejéhez képest csdkken a nullatmenet detektalasi bi-
zonytalansaga. A szamitdgépes rendszernél az idokézmérés feloldasa 10 ps, a tobbi automatikusan
megvaldsul a fentebb leirtak szerint. A nagyszamda, ismételt mérés esetén a stopperdras megoldas is
j6 eredményekhez vezet.

Kisérleti eredmények

A XX. Schwartz Emlékversenyen bemutatott laborgyakorlat mérési eredményeit és egyes jeloléseket

a 2. tAblazatban foglaltam 6ssze.

2. tablazat
. . Az oszlopok jelentése: mo a kisérletben minden alkalommal felhasznélt éllandé
Kovetelmenyek nehezék témege; ma, ms, mc, mo a 25, 50, 100, 200 grammos nehezékek valddi
témege; m a felhasznalt testek 6ssztdmege; Tx [ms], Ty [ms], Txpy[ms] az X, Y
A Versenyzi)'k mAar megszokhatték, hogy ezen a rugék valamint a parhuzamos kétésébdl alkotott rezgérendszer periodusa
versenyen konkrét kovetelmények helyett csu- [Nr-|melol | malg] | melg] | melgl | molgl | mig] | Tims] | Tvims] | Tugvims]
pan néhany elindité gondolatot kapnak. A kg- |2 {47 | 250 | 497 | 1002 | 2008
. . , v 1| 457 457 | 4387 | 3813 | 3134
zépiskolai laborgyakorlatok soran lehetdségetek
It (lehetett vol b = 2| 457 | 250 707 | 5318 | 4609 | 368.9
volt (lehete Vo r,la) arra, hogy egyszerusitett |77 497 954 | 6056 | 5290 | 4158
modellek segitségével, valos kiserleteket végez- [ 1457 | 0 | 297 1204 | 6780 | 5895 | 4596
ve, szembesiljetek a tanultakkal. Akarhogyan is |5 | 457 1002 1459 | 7383 | 6511 | 4994
volt, most itt a lehetéség. A fizikustol sosem azt | 6 | 457 | 250 100.2 1709 | 7984 | 6970 | 5365
kérik, hogy fedezzen fel valamit. Megvizsgalja a | 7 | 457 497 11002 195.6 [ 8518 | 7452 | 569.7
Ha ezek semmit sem mondanak, eldobja dket, i 2008 | 2465 | 9444 | 8290 | 6354
. . . . . 10 | 457 | 250 200.8 | 2715 9906 | 869.4 | 6634
mas formaban Ujraszerkeszti, majd felfedez va-
lami szokatlant: az iskolaban tanult elmélet 11| 457 497 200.8 [ 296.2| 10352 [ 907.5 | 6924
ami szokatlant. az 1skofahan tanuit eimele _n_em 12| 457 | 250 | 497 200.8 [ 321.2| 10810 | 9452 | 717.8
egyeztetheté dssze a mérési adatokkal. A fizika [73 1 157 1002 1 2008 13467 | 11153 | 9776 | 7453
alapelveit felhasznélva keressétek meg az §ssze-
férhetetlenségek okait! Legyetek végre igazi fizikusok! Sok sikert! dr. Bartos-Elekes Istvan

A Kisérleti feladat ajanlojanak a megoldasa

Elézmények

Mivel a jol ismert T=2x-,/m/Kk periodusképlet igen egyszeri, esetleg hianyozhat is beldle egy eddig
elhanyagolt tag. Az elméleti szdmitasokban azt a tényt eddig nem vettik figyelembe, hogy a k rugo-
alland6 (a magyarorszagi terminologia szerint D - direkcios allando, ezt az elnevezest sohasem ér-
tettem) a rugot nem jellemzi teljes egészében. Az egyenletesen tekercselt rugd esetében a rugo anya-
gi pontjainak sebessége linearisan nd a rugd tengelye mentén, vagyis egyszeriien kiszamithatjuk a



rugoé mindegyik pontjanak a sebessegét. Meg kell talalnunk ennek a mozgasi energianak az eredetét,
mert az energiatranszfer befolyasolhatja a rezgés periodusat. Mindezek ellenére a képlet az iskolai
laboratoriumok lehetéségeinek megfelelé pontossagn értéket ad, a papir meg Ugyis mindent kibir.
Iskolank fizikai laboratériumaban (Fizikum), még a *90-es évek legelején egy CNC (Computer Nu-
merical Control) idémérérendszert fejlesztettem ki, a 100 kHz-es kvarchdl szarmazo orajel feloldd-
képessege 10 ps, a periddusokat ezzel hatdroztam meg. A rugora akasztott nehezékek tdmegét egy
0,1 g feloldoképességii elektronikus mérleggel mértem meg. A két mérés pontossaga elégséges volt a
laborgyakorlat sikeres elvégzéséhez.

A mérési adatok értelmezése

A fizikus a mérései befejeztével, kivancsisaghbol, még az Sl-re valo attérés el6tt megrajzolja a mérés-

bol szarmazéd grafikonokat. Szamara ezek a gra- -

fikonok tébbet mondanak, mint barmely, esetleg |,,,, | [Tx[ms]=73.851»m[lg]°~4634] | ]
csak egyszerisitett alapokon nyugvo elmélet. A |, ]

2. abran lathato a rezgés Tx[ms] periddusanak | 4, //

fuggése az X rugora akasztott test m[g] tomegeé- | 4, | , /

t6l. A periodus latszélag aranyos az m[g] témeg | 7 ~

négyzetgyokével, az ordinatatengely pedig érin- | g | /

téje a meghosszabbitott illesztégorbének. Min- | s

den ugy van, mint az iskolai elméletben! Mégis | 400 /

van egy pici kiillonbség: a kozelitd hatvanyfliigg- | 3o | | | ]
vény kitevdje kisebb, mint 1/2, ami a négyzet- | 2001 | | : | : .
gyoknek felelne meg. Ekkor helytelenil mond- | 100

hatnank: hibas meréseket végeztunk! Nem, itt | o} e T e T R T

teljesen masrol van szo! -
2. &bra. Az X rugobdl és rdaakasztott nehezékbdl allo

Ha a rugalmas inga periddusat a nehezék tdme- rendszer periédusanak (Tx[ms]) fliggése a nehezék
gének négyzetgydke fiiggvényében abrazolnank, m/g] tomegétdl négyzetgyskisnek tind gorbét ad.

akkor az origon athalado egyenest kellene kapnunk. A 3. abran az illesztogorbe egy tokéletes egye-
nes, ezért meghosszabbitottam az origo felé. Tettetett, nagy meglepetésemre, az egyenes nem halad
at az origdn! Ez azt jelenti, hogy a rugo a raakasztott nehezékek nélkul is rezegne, amit kisérletileg is
ellendriztem. Ezek szerint van egy figyelmen

. . gl ‘
kival hag¥ot'_c tehe/tetlensiag, amelyet n(?m - b [Tx[ms]=5;256@+49-12] R
dunk elkerilni! Feltételezzik, hogy a rugo ezzel . pd
a tehetetlenséggel szegll ellen a részecskéi se- | | /
bessege megvaltoztatasanak. Ezt az egyenértékii | | | //
tehetetlenséget hozza kell adnunk a nehezék m | _ - Y

tomegehez, és meg is kell hataroznunk az érte- |
két- 500 1 + /.

Jel6lje p ezt az egyenértéki tehetetlenséget, ek- | 40 I / ' ' 1

kor a periddus képlete igy alakulna: 300
200 - ¢ , ,
T =27 . | [1] 100/ L
k

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 Vm[g]

Ebben a képletben nem tudjuk szétvélasztani a ;

, piet m djuK sz ! & 3 abra 4z X rugdbol és raakasziott nehezékbdl alls
k,et te,hetetlenseg,et, ?zert az ,elobblekl?er} aTab- rendszer periodusanak (Ty[ms]) figgése a nehezék
razolasa a nehezék tdmege négyzetgyokenek m[g] tomegének négyzetgyokétdl egy egyenest ad.



fliggvényében (v/m) nem vezethet a p egyenértékii tehetetlenség és a k rugéallandé egyidejii megha-
tarozasahoz.

Ha az [1] egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik, akkor egy egyenest kapunk m-ben, az irany-
tényez0 tartalmazza a rugdallandot (K), a szabadtag pedig a rugd egyenértékii tehetetlenségét (p):

2 2
T? =4%m+4%/,t [2]

A két ismeretlent tokéletesen szétvélaszthatjuk a T> = a-m + b egyenlet egyiitthat6ibol:

oa o k=2 [3]
k a
am?
o u= b i w= b/a [4]
o e 71 K A e R s
1.2+ T)g[SZ] = 3.50021965E+00-m[kg] + 3.50024764E-02 ] ] 09! [ T)?[SZ] = 2.69990016E+00-m{kg] + 2.37455361E-02 ] /
14 1 ! I |
0.8

1.04 |

0.9 / 07
08 | - ' ' , 06

07 / 4
o / _ 0.5 /
0.5 / | | | 0.4+ /
04] /, , 03

- / 7 0.2 /

0.2 / I I | | E
0.1 ] 0.1 /

0 : 0
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30  mlkg] 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 mikg

4. &bra. Az X rugdbol és raakasztott nehezékbdl allo 5. abra. Az Y rugdbdl és raakasztott nehezékbdl allo
rendszer periédusa négyzetének (T’«[s°]) fliggése a rendszer periédusa négyzetének (T%/[s?]) fiiggése a
nehezék mfkg] tomegétol egy egyenest ad. nehezék mfkg] tomegétdl egy egyenest ad.

A 4., 5. 6. abrék a T?[s?] = f(m[kg]) fiiggvényt abrazoljék, ahol T az inga periédusa, m a nehezék
tomege. A grafikonokat rendre megszerkesztet-
tem az X és Y rugokbdl létrejott ingakra, vala-
mint a két rugd parhuzamos kotésébdl 1étrejott

T[s2] [ ‘
0.55 [ T2,[52] = 1.518900805E+00-mlkg] + 2.825894376E-02 ] /
050 |

rugalmas ingara. - A
A k rugballandokat a [3]-as képlet segitségével | o040 < < ~ //
szamoljuk ki, a Ak értéksavjat statisztikai mod- | 0.3 /
szerekkel kaptam meg, a rugoallando értéksavja | 020
szazalékban: dky = +0,79%; dky = +0,63% és |02
Skypy = £0,30%, ahol 8k = £Ak/k-100%. 020
X rugo: k= 1128 N/m 0,086 Nim; | |
Yruge: k= 1462Nm£00026Nm; |
XpY rugok:  kypy= 25,99 N/m + 0,0790 N/m. 0
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 mlkg
Az egyenértékii tehetetlenség kiszamitasa 6. abra. Az X és Y rugobdl és rdaakasztott nehezékbdl

all6 rendszer periodusa négyzetének (T*xy[s°]) fiiggé-
Anélkil, hogy érdekelne benniinket a tehetetlen- , , ,.onezck nl;)[kg] témegé% egy egy(en:g[ai) %

ség természete, a harom illesztéegyenes analiti-



kus formainak szabadtagjaibdl kiszamithatjuk az X rugd, az Y rugé és parhuzamosan kotott rugok
egyenértékii tehetetlenségeinek az értékét, valamint a meghatarozasok hibait. Az eredményeket a 3.
tablazatba foglaltam 6ssze.

Az egyenértékii tehetetlenség analitikus formaja

Ez a tehetetlenség egyarant jelentkezik a rugé megnyulésakor, vagy 0sszenyomésakor, a valtozés

iranyatol flggetlentl. Az mg témegii és L hosz- o o 3 tablazat
sz(isagli rug6 egyik vége rogzitett, a masik v pil- Azeg)fenerteku tehetetlenség mért értékei és me?hatarozasn hibdi 0
lanatnyi sebességgel mozog (7. &bra). A rogzitett | *M90 .= 1000g181g 8= +181%; aholty, = Aufy 100%
. , , " s Yrugd:  p= 87991439, Oy = +16,3%; ahol oy, = Aw/u,100%
végtdl valahol X tavolsagra levé dm elemi tdmeg , e ' e
. ) i . XpYrugo: = 18609 +0,72g; Ou,= £ 3.9%; ahol bu,= A, /Ju,,100%
pillanatnyi sebessége u, ez fligg a dm-nek a ru-

goban levé helyzetétol. A rugdelem elemi mozgasi energidjat az anyagi pont energidjaként szamitjuk
Ki:

dE; = dm-u?/2 [5]
dm
A dm elemi tdmeg egy (nagyon) ferde henger, @ i Y o
melynek szélessege dx, ez barhol lehet a rugd ) it
mentén (a tomeg egyenldtlen eloszlasa nem be- ) :x \
Bsoft

folyasolja a dm elemi tdmeg méretét): - - — —
7. &bra. A rug6elem sebességének kiszamitasa

dm = mg-dx/L LYl

Feltételezzik, hogy a rugét egyenletesen tekercselték, és a szabad vég pillanatnyi sebessége v, a dm
elemi tdmeg sebessége aranyos lesz x/L-lel.

u=vx/L [7]

A tdmegelem értékét [6] és annak sebességét [7]
behelyettesitjiik az [5] egyenletbe:

mpv?

S xdx

dEC:%'

A rug6 mozgasi energiajat az elemi dE. energia-
nak [8] a rugd L hosszaban valé integralasaval
kapjuk meg:

_ Ll.msz 2

EC—02 B x“dx [9]

Az integraldas elvegzése utdn megkapjuk az
egyik pontban rogzitett rugd pillanatnyi teljes
mozgasi energiajat:

[«

mg
.—.vz
3

E., =

N =

h=L+6L+AL+d+2z mg mg

PBsoft

Ha a rugo tomegeloszlasa egyenletes (a menet- ] : L

_— g , kgk , 9y ) (, . 8. dbra. 4 rugé kiilonbozd helyzetei a rezgés kialaku-
0z & ,ando), a 'or a ru.go n ,egyenerteku tehe- |45a folyaman. Az a helyzetben a rugéra nem hat ten-
tetlensége a rugd mg témegenek egyharmada, gelyirdanyii erd, ez csak vizszintes helyzetben lenne

fliggetlenil a mozgés iranyatol. lehetséges, de a tavolsagok kdnnyebb értelmezése
érdekében fiiggoleges helyzetben abrazoltam.

p="2 [11]

3



A rezgés periodusa

Figyelembe véve a rendszerre hato 6sszes erdt, felirjuk a dinamika masodik térvényét. Ahhoz, hogy
konnyebben lathatoak legyenek az egyes hatoerdk, a 8. bran 6t helyzetben abrazoltam a rugét. Az
Fe rugalmasségi eré masodik indexe a rajzszamot jelenti.

e Az L aktiv hosszisagi rugora nem hatnak erék. Az alsd akasztd tdmegét a nehezék részének
tekintjiik. Mivel a rugdé nyugalomban van, nincsenek rugalmassagi erék (Feq = 0)

A rugo6 a sajat sulya alatt megnyulik. Az elemzéskor a fels6 akasztotol indulunk, az akaszto és
az elemezett pont kdzotti rugdt a pont alatti rugd sulya nyujtja meg. A kezdetben ez az eré mgg, a
végén pedig zérus lesz. Feltételezzlik az egyenletes tekercselést, igy az elemi megnyulasok dssze-
adasa helyett elfogadjuk, hogy a rugét az (mrg+0)/2 atlager6 nyujtotta meg. Az Fep rugalmassagi
(elasztikus) er6 egyenld a rugo sulyanak a felével.

e Az m tomegii testet raakasztjuk a rugora. Mivel az akasztonak nincs rugalmassagi tulajdonsa-
ga, a tomegét hozzaadjuk a nehezék tomegéhez, a felsé akasztd azonban nem vesz részt a rezgés-
ben. A rendszer egyenstlyban van, a nehezék és az akasztd kdzos sulypontjat egy kis kereszt jelzi,
az EQ egyenes az egyensulyi vonalat mutatja. A stlypont d tavolsagra van a rugo legalsé pontja-
tol.

Felirhatjuk az er6k egyensulyat:

(B2 + m) g—k(SL+A4L) =0 [12]
Az EQ vonal a rezgés leirasanak referenciaja lesz, de a viszonyitasi rendszert a rugo fels6 pontjéa-
hoz kaétjik. Ebben a rendszerben az EQ ordinataja:

« F erével meghuzzuk a nehezéket, annak sulypontja az EQ-hoz képest A-val megereszkedik.

o Amikor elengedjuk a testet, a rugalmassagi eré nagyobb, mint az egyenstlynal volt, egy vissza-
allito er6 alakul ki, rezgés keletkezik. A rendszer 0 ereddjéhez képest a sulypont h tavolséagra lesz.

h=L+8L+AL+d+z [14]

A [14]-es egyenletbdl kivonjuk a [13]-as egyenletet, a rendezés utan pedig megkapjuk a nehezék z
helyzetét az EQ vonalhoz képest:

Osszeadjuk a testre haté dsszes erdt, és felirjuk a dinamika masodik torvényét:

(m+%)-a=mg+%—k(6L+AL+z) [16]

2
A [12]-es és a [16]-0s egyenletek dsszeadasa, az egyszeriisitések, valamint az a = % behelyette-
sités utan ezt kapjuk:

(m+ﬂ)-ﬁ:—kz [17]

3 dt2

A [17] egyenlet egy alland6 egyiitthatoju, masodrendii, homogén differencialegyenlet, amelyet
konnyen megoldunk a partikularis megoldasok megtalalasaval. A partikularis megoldast a z = e™
formaban keressuk, ahol az r egy fizikai értelem nélkiili segédvaltozo. Kiszamitjuk a derivaltakat
és behelyettesitjik a [17]-be:

dz , d%z
—=re™ és — =r2em [18]
dt dt?



(m + %) r2e™ +ke™ =0 [19]

Mivel az e"® kifejezés nem lehet zérus, végigoszthatunk vele. Ugyancsak osztunk (m + %)-mal,
és egyelSre magyarazat nélkiil w’-tel jeldljiik a kialakult k/(m+mg/3) kifejezést:

2 k

= o) =
Megkaptuk a [17] differencialegyenlet karakterisztikus egyenletét:
r* + w’ =0 [21]

Az o’ jelolés latszblag hibas, mert két négyzet dsszege nem lehet zérus. A karakterisztikus egyen-
let két gyoke két partikularis megoldast fog adni, ezek linearis kombinacidja pedig a differencial-
egyenlet altalanos megoldésat. Ha elfogadjuk, hogy az egyenlet gydkei lehetnek imaginariusak is,
akkor a lineéris kombinacié egy harmonikus fuggveényhez (sin, cos) vezethet, azaz harmonikus
oszcillatorunk lesz. Az o? elétti ,,+” jelnek kiilonleges fontossaga van. Ez a jel csak akkor lesz
pozitiv, ha a [17] egyenletben a k eldjele negativ, vagyis a visszaallito er6 ellentétes a z Kitéréssel.
Ha raadésul a k értéke allando, akkor a rezgés harmonikus lesz. Elfogadjuk az értelmetlennek tiint
o jeldlést, és kiszamitjuk a [21]-es egyenlet két imaginarius gyokeét:

r=-tjow,  €s r, =-jw [22]
Megkapjuk a differencialegyenlet két partikularis megoldasat:

zy=etiwt  §s z,= e Jot [23]
Az altalanos megoldast a két partikuldris megoldas linearis kombinacidjabol allitjuk elo:

z=Cpetiot + Cpre /ot [24]

Ez egy akdrmilyen folyamatot leird differencialegyenlet altalanos megoldasa. A harmonikus osz-
cillator leirasahoz ezt az egyenletet két idopontban illesztenlink kell a fizikai folyamatra, de ez
nehéznek tiinik. Egy masik lehetdség az, hogy talaljunk két fizikai mennyiséget, amelynek ismer-
juk az értékét a t = 0 idépontban. Ezt az utdbbit valasztjuk, és kiszamitjuk a kitérést és a sebessé-
get a kezd6 idépontban. Ha t =0, a kitérés éppen az A amplit(do lesz:

A=C;+C, [25]

Kiszamitjuk a kitérés els6 derivaltjat (a sebesség): v=dz/dt

% = jwC e™®t — joC,eI@t [26]

A kezdeti id6épontban a sebesség zérus. Egyszertsitiink a nullatol biztosan kiilonb6z6 @-val, majd
a j-vel, ezt kapjuk:

0=C—C, [27]
A [25] és [27] egyenletekbdl kovetkezik a C, = C, = A/2, ezt behelyettesitjik a [24]-be:

e+jwt+e—j(ut

, [28]

z=A
2

ahol a tort éppen az Euler képletbdl szarmaztathatd cos ot kifejezése. A behelyettesités utan a
rezgés egyenlete igy alakul:

lz = A-cos wt] [29]




Ha valami teljesen ismeretlen kifejezést w*-tel jelsltiink, ez még nem jelenti azt, hogy az o a rez-
gés korfrekvenciaja lenne. Megkeressiik azt a két idopontot, amelyeknek 2z szogkuldonbseg felel
meg, ez a t,-t; lesz a rezges periodusa:

wlty- ot = 27; T= fo-11: T =2n/w [30]

A [20] és [30] egyenletekbdl megkapjuk a rugalmas inga periodusat (csak az egyenletesen teker-
cselt rugora ervényes):

T=2m |23 [31]

Megkaptuk az [1]-es képletben feltételezett periodusképletet. Az egyenértékii tehetetlenség: p=mg/3.

A rugoé tomegének ellenérzése

Az mg = 3p képlet csak a tokéletesen egyenletes tdomegeloszlasu rugd esetében érvenyes. Az mg/3 a
rugd dinamikus (tehetetlenségi) tdmege, amely az egyik végén rogzitett rugénak a tengelyiranyu
allapotvaltozésokkal szembeni ellenszegiilését jellemzi. A rendszer egyensulyi helyzetében ([12]
egyenlet) a gravitacids témeg szerepelt, ezt elektronikus mérleggel meg is mértiik (4. tablazat).

A tehetetlenségi tomeg meghatarozasa nagyon jo, ez megfigyelhetd a rugdk parhuzamos kapcsolasa-
kor létrejott hibanal: &€ = (mryx + Mgy - Mryxpy)/Mprxpy-100 = 1,02%. Az X rugé esetében latszik leg-

jobban az egyenetlen tdmegeloszlas hatasa. Az X "

; i o 4. tablazat
rugé dinamikus témege 50 %-kal nagyobb a Amért egyenerték(i tehetetlenség és a rugotomeg kapcsolata
mérleggel mért tomeghez képest, de a csoporto- | X g Mg, =3y, =3000g; Meneneg = 1949
sitasnal fellépd hiba csak 1,02%, azaz megfelelé ;r::(go: . Uy f;”v iggg? % Mrymereg iijgg
a tehetetlenségi tomeg mérési modszere. PYTIR0: Mgy = oy *IC1G Mropmaney =478

Hibaforrasok

Az alkalmazott mérSrendszer sokkal performansabb a sziikségesnél. Eppen ez a precizités tette lehe-
t6vé olyan jelenségek detektalasat, amelyeket az egyszeriisitett elmélet elhanyagolt. Még maradtak
kiilonb6z6 rendszerhibak, egyeseket probaltam lecsokkenteni. Ime, néhany megmaradt hibaforras:

o A mérések szama (13) kevés, az adatfeldolgozas megkonnyitése végett, korlatoztam.

« A differencialegyenlet megoldasanak kony-
nyitése. A [17] egyenletet &lland6 egytthato-
ju egyenletnek vettem. Ez csak a nagyon kicsi
amplitadék esetében realizalddik, mert csak
ilyenkor kerulhetjuk el a rugéallandé valtoza-
sat a kitéréssel. Ha az amplitadé nagy, a rez-
gés mar nem harmonikus, az egyenletet nehéz
megoldani, ha ennek ellenére harmonikusnak
vesszik, akkor nagy hiba keletkezik. Mecha-
nikailag az amplitudot 10 mm-re korlatoztam.

o Fiiggoleges” rezgések. EQy megfogod elekt-
romagnest alkalmaztam (9. abra), ennek egy [ ¥ = e i .
kis rogzitd fészke van. Amikor az elektro- 9. abra. A megfogé elektromagnes és a fénysorompd.

magnes kikapcsol, a nehezék fiiggéleges rez- A sargaréz anya biztositja az allando nehezek és az
géseket végez, még 50-60 rezgés utan is. clektromagnes kozvetlen érintkezésénck a megsziinte-
tését, a remanencia hatasanak lenyeges csokkentését.




« Az elektroméagnes remanencidja. A legerésebb hibaforras. A remanencia hatasanak egy elsédle-
ges csokkentesét az elektroméagnes és a nehezék kozotti tavolsag legnagyobb értékének beszaba-
lyozésaval értem el. A sargaréz anya nagyon finom menetli. Még van egy szabalyozasi 1épcsé:
késleltetem a periodusmerés kezdetét, igy a test Kissé eltavolodik az elektromagnest6l, kozben a
remanencia csokken, és megsziinik a Lenz-hatas is. Az els6 masodpercekben ellendrizhetjikk a
rezgés fiiggblegességét, ha nem felel meg, megéllitjuk a kisérletet, igy elkerlink egy rossz mé-

rést.

o Az X rug6 menetei alul dsszetomorultek, vagyis a rugo alja felé megnétt a lokalis egyenértékii
tehetetlenség. A tanulmanynak nem célja a gravitacios tomeg ilyenszeri meghatarozasa, az mas-
ként sokkal egyszerlibben mérhetd, rdadasul allando, de a fenti ritkdbb menetek erdteljesebb
igénybevétele befolyasolhatja a rugdallandd értékét, ezek mind hibaforradsok lehetnek. Ezeket a
hibakat sokkal konnyebb elkerilni, mint a rossz mérésekben azonositani 6ket.

Kovetkeztetések

e A laborgyakorlat elsddleges célja a valosag és az egyszeru51tett modellek alapJan levezetett torveé-

nyek kozotti kis ellentmondasok megtalalasa volt. Meg-
vizsgaltam azokat az okokat, amelyek az egyszertsitett pe-
riodusképlet alkalmazésat korlatozzék, és csak a rugoal-
landd nagysagrendjének meghatarozasat teszik lehetové.

Kifejlesztettem egy modszert, amely a rugoalland6 dina-
mikus mérését és a rugd dinamikus tehetetlenségének egy-
idejii meghatarozasat teszi lehetévé. Egy-két periddusmé-
résbdl csak a rugoallandot véljiik meghatarozni, ilyenkor a
dinamikus tehetetlenség ,,nem is latszik”. Mas-mas tome-
gekre kapott rugdallandd-eredményeink véltozasaiban mé-
rési hibakra gyanakszunk, pedig csak a rossz adatfeldolgo-
zasi modszeriunk takarta el a kiilonbségek okat.

A rugdéllandé meghatarozésanak szérasa 0,80% alatti, va-
gyis az illesztéegyenes nem ,,forog”. Masként szolva, ez a
nehezékek tomegének meghatarozasi pontossagat bizo-
nyitja. Egy egyenletesen tekercselt rugdval meghatarozha-
to lenne a dinamikus rugoallando6 véltozasa a nehezék to-
megének fuggvényében, ezt dssze lehetne vetni a statikus
modszerekkel kapott valtozasokkal. A szabadesés tanul-
manyozasara késziilé ,,mini-szabadesés” késziilékhez (10.
abra) beszerelheté precizios megnyulasméré méréseibol
szarmazo k = f(m) masodfoku illeszt6fliggvény tobb ki-
tlintetett tomegpontban kapott derivaltjat egyeztethetnénk
a fenti modszerrel mért helyi k értékekre. Ilyenkor a kit{in-
tetett tdmeg koruli nagyon sok dinamikus rugéallandd mé-

10. &bra. Félkész mini-szabadesés ké-
szillék. Kiegeszitésként az oszlop aljara
szerelt L formaju tartoba keril az elekt-
romagnes. A rugd megnyulasat szazad
mm-es pontossaggal lehet megmérni.
réssel ellendrizhetd lenne a helyi statikus €s dinamikus rugéallandok egyenldsége.

Az egyenértekii tehetetlenség meghatarozasanak a hibaja nagyobb 10%-nal, vagyis az illeszto-
egyenes fliggdleges szabadsaga elég nagy. Masként szolva, ez a periddusmeghatarozasok pontat-
lansagara vall. A nullatmenetek detektaldsa mechanikailag rogzitett, az id6kozmérés pontossaga
igen jo, felvetddik a periddus stabilitasa, egyenldtlensége, de nagyszamu méréssel €s tobb tomeg-
értékkel ez a hiba bizonyara csokkenthet6 lenne. Erre nem talaltam jobb magyarazatot.
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Mérés kozbeni hangulat

A nagyvaradi Adyban mindig nagy kihivast jelentett az adatfeldolgozasos kisérletek referatumainak
elkészitése. Az elofeltétel a mérések pontossaga
volt, mert a csoport egyik mérési jegyzokonyvét
mindig elkértem, igy nem volt lehetséges az ada-
tok ut6lagos ,,kozmetikazédsa”. Az évek soran ezt
a laborgyakorlatot szamtalanszor elvégeztik, a
kicsik csak mérni tanultak, a nagyok az adatfel-
dolgozast is kdstolgattdk. A mellékelt képen a
rugalmas ingaval kisérletezé nagydiakok egyik
csoportjat latjuk, a masik csoport nem fért bele a
felvételbe (14 mérdhely). A felsébb éveseket
mindig el6re figyelmeztettem, hogy egy-két mé-
rés utdn, a tanult képlet alapjan a tobbi mérést =
nehogy a szamitogéppel generaljak (programo- 11. &bra. Laborgyakorlat a rugalmas ingaval
zast is tanitottam nekik), mert az altalam tanitott és altalanosan elfogadott képlet a pontos mérésekkel
nem igazolhatd. A Fizikum jO hangulatat a kisérletezés elménye, az egyszerii feladat buktatdinak re-
mélt megoldasa es a kellemes hattérzene biztositotta. Az erre ratevédott munkahangulati morajjal
egyutt, a tanarnak ezek az érak 6rok élményt jelentenek.
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